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КИНЕМАТИКА ПРОСТРАНСТВЕННОГО  
ДВИЖЕНИЯ ГАНТЕЛЕОБРАЗНОГО ТЕЛА  

В НЕЦЕНТРАЛЬНОЙ ОРБИТАЛЬНОЙ  
СИСТЕМЕ КООРДИНАТ 

Исследуются особенности кинематики пространственного 
движения больших орбитальных космических систем 
(БОКС) в центральном гравитационном поле. Учет влияния 
угловых (вращательных) движений гантелеобразной систе-
мы на движение ее центра масс можно осуществить вве-
дением "нецентральной" орбитальной системы координат, 
которая представляет собой суперпозицию цилиндрической 
и орбитальной систем координат. 

Ключевые слова: кинематика; пространственное движение; 
гравитационное поле; системы координат; большие орби-
тальные космические системы (БОКС). 

В работе [6] отмечено, что при изучении движения больших 
орбитальных космических систем (БОКС) [2–5] следует иметь в 
виду некеплеровый характер движения центра масс БОКС, воз-
можные отклонения его от фиксированной плоскости кеплеровой 
орбиты центра масс и зависимость этих отклонений от вращатель-
ных движений БОКС.  
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С целью учета влияния угловых (вращательных) движений 
гантелеобразной системы на движение ее центра масс вводится 
"нецентральная" орбитальная система координат OAC  
(рис. 1), которая представляет собой суперпозицию цилиндриче-
ской и орбитальной систем координат. Ломаная pOAC  представ-
ляет оси цилиндрической системы координат: точка O  – гравита-
ционный центр; C  – центр масс гантелеобразной системы; OA  – 
центральная ось цилиндрической системы координат, плоскость 
AOp  – неподвижная, ось Op  – полярная ось кеплеровой орбиты, 

соответствующей начальному фазовому состоянию точки C .  
В текущем положении точка C  имеет цилиндрические ко-

ординаты  ,,hr , где ACr   – расстояние центра масс БОКС до 
оси OA , OAh   – отклонение центра масс от "нулевой" кеплеро-
вой орбиты,   – угол, отсчитываемый от неподвижной плоскости 
AOp  до текущего положения вектора AC  ( pp ||' ). Угол   – ана-

лог истинной аномалии кеплеровой траектории.  
 

 
Рис. 1. "Нецентральная" орбитальная система координат 

Угловые движения гантелеобразной БОКС определяются ориента-
цией осей связанной системы координат Cxyz  относительно осей 

"нецентральной" орбитальной системы C  (рис. 2),  |||| OAC . 
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Предполагается, что БОКС представляет собой стержень, на кон-
цах которого расположены материальные точки 1B  и 2B , C  – 
центр масс точек 1B  и 2B . Ось Cx  направлена вдоль стержня 

21 BB , ось Cy  перпендикулярна плоскости "собственного" враще-
ния стержня Cxz . Можно считать, что Cy  – ось цилиндрического 
шарнира, вокруг которого вращается стержень 21 BB . 

Ориентация осей связанной системы Cxyz  задается углами 
Эйлера–Крылова  ,,  [1], где   и   – углы, определяющие 
ориентацию оси собственного вращения Cy  относительно осей 
C  и C ,   – угол собственного вращения, отсчитывается от 

линии узлов CK  (рис. 2). 
 

 
Рис. 2 

Так введенные системы координат позволяют в динамике 
отслеживать отклонение h  от плоскости опорной кеплеровой 
орбиты в зависимости от характеристик относительного движе-
ния точек БОКС.  

Особенность кинематических и динамических характери-
стик определяется способом введения углов Эйлера–Крылова.  
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Переход от "нецентральной" орбитальной системы коор-
динат C  к подвижной системе координат Cxyz , связанной 
со стержнем 21BB , можно осуществить следующим линейным 
преобразованием с матрицей А 

    TT Azyx  ,,,, ,  ijaA  . (1) 

Элементы матрицы A , выраженные через углы Эйлера–
Крылова  ,, , имеют вид  
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Обратное по отношению к (1) преобразование координат, т.е. 
переход от системы Cxyz  к цилиндрической орбитальной системе 
C , имеет вид 

    TT zyxA ,,,, 1 , (3) 

где TAA 1  – матрица обратная для A . 
В результате проекции вектора угловой скорости 

  вра-
щающегося стержня 21BB  на оси связанной с точками 1B  и 2B  
подвижной системы координат Cxyz  задаются уравнениями  

 




















,
,
,

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

z

y

x

 (4) 



ПРОБЛЕМЫ МЕХАНИКИ И УПРАВЛЕНИЯ – 2019 

 
 
58 

где   ,,  – проекции вектора 


 на оси "нецентральной" 
орбитальной системы координат, имеющие вид кинематических 
уравнений Эйлера: 
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При малых углах Эйлера–Крылова  ,,  матрица A  выглядит 
следующим образом: 
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Принимая во внимание величины до второго порядка малости, 
получим проекции вектора угловой скорости на оси C : 
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на оси Cxyz : 
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Легко установить, что проекции вектора 


 (7) и (8) облада-
ют тремя свойствами: 
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Так из первого свойства, при 0  либо при    tt  , 
следует (при условии (6)) 

 .x  (10) 

Свойства (9) и (10) могут быть полезны при решении неко-
торых навигационных задач. Линейные скорости точек 1B  и 2B  
находятся далее по формулам: 

  ,2,1 kCBkaCBk


 (11) 

    ,,,,, hrrCCCC


   (12) 

 ,era 


 (13) 

где  
a


 – абсолютная угловая скорость стержня 21BB , 

r


 – относительная угловая скорость стержня 21BB , 

e


 – переносная угловая скорость. 

Проекции вектора r


 задаются формулами (4), (5), (7), (8). 
Вектор e


, как вектор угловой скорости вращения "нецентраль-

ной" системы координат ОAC  равен 

   .,0,0
T

e  
 (14) 

Векторы 1CB  и 2CB  в связанной с телом 21BB  системе ко-
ординат Сxyz  имеют проекции 

        TT lCBlCB 0,0,,0,0, 2

*

21

*

1   (15) 

где 1l  и 2l  – расстояние точек 1B  и 2B  до центра масс стержня 

21BB . 

Векторы 1CB  и 2CB  в выражении (11) следует определять 
из следующих соотношений: 

    2,1,
*1   kCBACB kk . (16) 
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Полученные результаты можно использовать при изуче-
нии движения БОКС различной структуры, например, связки 
гантелеобразных тел с общим центром масс. 
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